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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ãëàâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåí-

íûõ â äèññåðòàöèè, ñëóæèò êîíôîðìíàÿ åìêîñòü ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíäåí-

ñàòîðîâ ñ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ïëàñòèíàìè è ñâîéñòâà ïðèâåäåííûõ

ìîäóëåé ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå.

Ïîíÿòèå åìêîñòè êîíäåíñàòîðà, âîçíèêøåå â XIX âåêå â ôèçèêå è ýëåê-

òðîòåõíèêå, äàëî íà÷àëî ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé åìêîñòè ìíî-

æåñòâ è êîíäåíñàòîðîâ, íàõîäÿùèõ øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îá-

ëàñòÿõ ìàòåìàòèêè � â òîì ÷èñëå, â âåùåñòâåííîì è êîìïëåêñíîì àíàëèçå,

â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â

ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ ýòèõ äèñöèïëèí.

Èñïîëüçîâàíèå êîíôîðìíîé åìêîñòè â òåîðèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êâàçè-

êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé, íà÷àâøååñÿ â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà ñ ðàáîò Ô.

Ãåðèíãà è Þ.Ã. Ðåøåòíÿêà, íàðÿäó ñ ïðèìåíåíèåì ìîùíîãî ìåòîäà ìîäóëåé

ñåìåéñòâ êðèâûõ (Á. Ôþãëåäå, Á.Â. Øàáàò, Â.À. Çîðè÷, Þ. Âÿéñÿëÿ, È.Ï.

Ìèòþê, Ã.Â. Êóçüìèíà, Â.Ì. Ìèêëþêîâ, À.Â. Ñû÷åâ, Ï.Ì. Òàìðàçîâ, Â.Í.

Äóáèíèí, Â.À. Øëûê è äð.), óæå äîêàçàâøèì ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü â ðå-

øåíèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè îäíîëèñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé

(Äæ. Äæåíêèíñ, Ã.Â. Êóçüìèíà, Â.Í. Äóáèíèí, Ñ.Ð. Íàñûðîâ è äð.), ñïîñîá-

ñòâîâàëî ñîçäàíèþ ñîâðåìåííîé òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ, êâàçèðåãóëÿð-

íûõ è êâàçèìåðîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé, íàõîäÿùåé ìíîãîîáðàçíûå ïðèëî-

æåíèÿ â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ òîïîëîãèè (òåîðèÿ êëåéíîâûõ ãðóïï è ìíîãî-

îáðàçèé � Ë. Àëüôîðñ, À. Áåðäîí, Ô. Ãåðèíã, Á. Àïàíàñîâ, À.Â. Òåòåíîâ

è äð.), ãåîìåòðèè (òåîðèÿ ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé � Â.Ì. Ìèêëþêîâ,

òåîðèÿ îðáèôîëäîâ � À.Ä. Ìåäíûõ, À.Þ. Âåñíèí è äð.), ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà (àíàëèç íà ãðóïïàõ Êàðíî è Êàðàòåîäîðè � Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâ, Ï.

Êîñêåëà è äð.), äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà (Â.Ã.

Ìàçüÿ, Þ.Ã. Ðåøåòíÿê, Á. Áîÿðñêèé, Ò. Èâàíåö è äð.). Òåîðåìà î ðàâåíñòâå

êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðà è ìîäóëÿ ñåìåéñòâà êðèâûõ, ñîåäèíÿþ-

ùèõ åãî ïëàñòèíû, äîêàçàííàÿ â ñàìîé îáùåé ôîðìå Â.À. Øëûêîì â 1993 ã.,

óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè åìêî-

ñòè êîíäåíñàòîðîâ è ìîäóëåé ñåìåéñòâ êðèâûõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè ìå-
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òîäû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ñîáîëåâñêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ êëàññîâ

íà äîñòàòî÷íî îáùèõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ (Ï. Õàéëàø, Ì. Ãðîìîâ,

Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâ, Ï. Êîñêåëà, Þ. Õåéíîíåí è äð.).

Ïðèâåäåííûé ìîäóëü � àñèìïòîòèêà êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ êîíäåíñàòîðà

ñ âûðîæäàþùåéñÿ ïëàñòèíîé � èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè àíàëèòè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé íà ïðîòÿæåíèè âñåãî XX âåêà, íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò

Ã.Ãðå÷à è Î. Òåéõìþëëåðà. Ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ

â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèÿìè Ë.Àëüôîðñà

è À. Áåðëèíãà, Äæ. Äæåíêèíñà, Ï. Äþðåíà è Â. Õåéìàíà. Ïðîñòðàíñòâåí-

íûé àíàëîã ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ, ââåäåííûé â ðàáîòàõ È.Ï. Ìèòþêà è Á.Å.

Ëåâèöêîãî, íàõîäèò ïðèìåíåíèå â òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è

åìêîñòíîé òîìîãðàôèè. Ìîùíûé èìïóëüñ ðàçâèòèþ òåîðèè è ïðèëîæåíèÿì

ïðèâåäåííûõ ìîäóëåé äàëè ðàáîòû Â.Í. Äóáèíèíà è åãî ó÷åíèêîâ � Ë.Â.

Êîâàëåâà, Í.Â. Ýéðèõ è äð., ïî èçó÷åíèþ îáùåãî ïîíÿòèÿ ïðèâåäåííîãî

ìîäóëÿ â ñèñòåìå òî÷åê.

Âàæíåéøóþ ðîëü â òåîðèè êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ è òåî-

ðèè ïðèâåäåííûõ ìîäóëåé èãðàþò ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê äëÿ ýòèõ âåëè-

÷èí è ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ åìêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê

êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ è êîíäåíñàòîðîâ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêîé ñõî-

äèìîñòè. Èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè äëÿ êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðà

è âåðõíèå îöåíêè äëÿ ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ áûëè ïîëó÷åíû â ëèòåðàòóðå

òîëüêî äëÿ êîíäåíñàòîðîâ ñî ñâÿçíûìè ïëàñòèíàìè è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ

ñâÿçíûõ êîìïàêòîâ. Â òåõ æå óñëîâèÿõ áûëè óñòàíîâëåíû è òåîðåìû ñõîäè-

ìîñòè äëÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê. Ðàññìîòðåíèå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè êîí-

ôîðìíîé åìêîñòè äëÿ êîíäåíñàòîðîâ ñ ðàçðûâíûìè ïëàñòèíàìè áûëî íà-

÷àòî â ðàáîòàõ Ï.Ì. Òàìðàçîâà è ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèÿìè Â.Â. Àñååâà,

â êîòîðûõ óñëîâèå ñâÿçíîñòè ïëàñòèí êîíäåíñàòîðà áûëî çàìåíåíî óñëî-

âèåì èõ ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåííîñòè. Ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííîãî

ìíîæåñòâà, ââåäåííîå íà ïëîñêîñòè (Ë. Àëüôîðñ è À. Áåðëèíã, ×. Ïîììå-

ðåíêå), è åãî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

(Ï. Òóêèÿ è Þ. Âÿéñÿëÿ, Ï. ßðâè è Ì. Âóîðèíåí) îêàçàëîñü âåñüìà ïëî-

äîòâîðíûì ìåòðè÷åñêèì àíàëîãîì òîïîëîãè÷åñêîé ñâÿçíîñòè è, êàê ïîêà-
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çàíî â äàííîé äèññåðòàöèè, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â êëàññå êîíäåíñàòîðîâ

ñ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ïëàñòèíàìè òàêèå æå ðåçóëüòàòû, êàêèå áû-

ëè ïîëó÷åíû ðàíåå äëÿ êîíäåíñàòîðîâ ñî ñâÿçíûìè ïëàñòèíàìè (íèæíèå

îöåíêè êîíôîðìíîé åìêîñòè, âåðõíèå îöåíêè ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ, òåîðå-

ìû ñõîäèìîñòè êîíôîðìíîé åìêîñòè è ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ îòíîñèòåëüíî

òîïîëîãè÷åñêîé ñõîäèìîñòè è îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ê ÿäðó).

Ñóùåñòâåííàÿ ðîëü óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåííîñòè èññëåäóåìûõ

ìíîæåñòâ è êîíäåíñàòîðîâ ïðîÿâëÿåòñÿ â ñîâðåìåííîé ìåòîäèêå ïðèáëè-

æåííîãî âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé åìêîñòè, òðàíñôèíèòíîãî äèàìåòðà

è ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ, îñíîâàííîé íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû ôîí Íåé-

ìàíà î ìèíèìàêñå èç òåðèè èãð, ðàçðàáîòàííîé â 2006 ã. Ò. Ðàíñôîðäîì

è Äæ. Ðîñòàíîì (ñì. http:// www.cirm.univ-mrs.fr/ videos/2006/exposes/15/

Ransford.pdf).

Öåëü ðàáîòû. Ïðîâåñòè èçó÷åíèå ìåòðèêî-òîïîëîãè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ è ïîëó÷èòü ñ èõ èñïîëüçîâàíè-

åì êà÷åñòâåííî íîâûå íèæíèå îöåíêè êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ

ñ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ïëàñòèíàìè è âåðõíèå îöåíêè ïðèâåäåííîãî

ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîìïàêòîâ. Ïîëó÷èòü íà îñíîâå ýòèõ îöå-

íîê íåïðåðûâíîñòü êîíôîðìíîé åìêîñòè â êëàññå ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ

êîíäåíñàòîðîâ è íåïðåðûâíîñòü ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ â êëàññå ðàâíîìåðíî

ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ. Èçó÷èòü ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ïðèâåäåííîãî ìî-

äóëÿ îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ê ÿäðó � áîëåå ñëàáîé, ÷åì òîïîëîãè÷åñêàÿ

ñõîäèìîñòü.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìåòðè÷å-

ñêîé òîïîëîãèè (ïðè èçó÷åíèè ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ è òðàíñôèíèòíîãî ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ â ïîëóìåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ). Ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâà êàíòîðîâîé ñâÿçíîñòè ðàâíîìåðíî ñî-

âåðøåííûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ

îòîáðàæåíèé è òåõíèêà, õàðàêòåðíàÿ äëÿ òåîðèè ñàìîïîäîáíûõ ôðàêòà-

ëîâ. Ïîëó÷åíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ìåòî-

äîâ íåëèíåéíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà è, â ÷àñòíîñòè, ñïåöèàëüíîé ìåòîäè-

êè ïîëó÷åíèÿ åìêîñòíûõ îöåíîê, ïðåäñòàâëåííîé â ðàáîòàõ Þ. Âÿéñÿëÿ,
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Ô. Ãåðèíãà, Ì. Âóîðèíåíà, Â.À. Øëûêà è Â.Â. Àñååâà. Â ãëàâå 4 ñóùå-

ñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ðàáîòû ñ ïðèâåäåííûìè ìîäóëÿìè, ðàçâèòûå

Â.Í. Äóáèíèíûì è åãî ó÷åíèêàìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëü-

òàòû:

1. Äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ ïî ðàâíîìåðíî ñîâåð-

øåííîé ïëàñòèíå êîíäåíñàòîðà, ðàâíîñòåïåííàÿ îòíîñèòåëüíî

ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà âòîðîé ïëàñòèíû èç îãðàíè÷åííîãî ñåìåéñòâà êîì-

ïàêòîâ íåíóëåâîé åìêîñòè.

2. Ïîëó÷åíà ñóùåñòâåííî íîâàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ

ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííîãî êîíäåíñàòîðà, ýôôåêòèâíî ïðèìåíèìàÿ â ïðî-

öåññå âûðîæäåíèÿ îäíîé ïëàñòèíû ýòîãî êîíäåíñàòîðà.

3. Â êëàññå ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîìïàêòîâ äîêàçàíà òåîðåìà î

íåïðåðûâíîñòè ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ è ëîãàðèôìè÷åñêîé åìêîñòè îòíîñè-

òåëüíî òîïîëîãè÷åñêîé ñõîäèìîñòè êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ è îòíîñèòåëüíî

áîëåå ñëàáîé ñõîäèìîñòè ê ÿäðó.

4. Äîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíà ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ íà ïëîñêîñòè íå èçìå-

íèòñÿ, åñëè â åãî âû÷èñëåíèè çàìåíèòü øàðû ñ áåñêîíå÷íî ìàëûì ðàäèóñîì

ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ íåíóëåâîé åìêî-

ñòè, ñòÿãèâàþùèõñÿ ê òî÷êå, à ðàäèóñû øàðîâ çàìåíèòü òðàíñôèíèòíûìè

äèàìåòðàìè ýòèõ ìíîæåñòâ.

5. Äîêàçàíî ñâîéñòâî êâàçèêîíôîðìíîé êàíòîðîâîé ñâÿçíîñòè ðàâíîìåð-

íî ñîâåðøåííîãî êîìïàêòà, ÿâëÿþùååñÿ ìåòðè÷åñêèì àíàëîãîì òîïîëîãè÷å-

ñêîé äóãîîáðàçíîé ñâÿçíîñòè; ïîêàçàíî, ÷òî ëþáóþ ïàðó òî÷åê ýòîãî ìíîæå-

ñòâà ìîæíî ñîåäèíèòü êâàçèêîíôîðìíûì îáðàçîì êëàññè÷åñêîãî êàíòîðîâà

ìíîæåñòâà, è ïîëó÷åíû îöåíêè êîýôôèöèåíòà êâàçèêîíôîðìíîñòè ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó-

÷åííûå â äèññåðòàöèè èìåþò òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Êàê ñàìè ðåçóëüòàòû,

òàê è ìåòîäèêà èõ ïîëó÷åíèÿ, ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåîðåòè÷åñêèõ èñ-

ñëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è êâàçèêîíôîðìíûõ îòîá-

ðàæåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó è íåëèíåéíîé òåîðèè ïîòåíöèàëà, ïðî-
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âîäÿùèõñÿ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, â Èíñòè-

òóòå ãèäðîäèíàìèêè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì

îòäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Ñòåêëîâà (ÏÎÌÈ), â Èíñòèòó-

òå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, à òàêæå â

Íîâîñèáèðñêîì, Òîìñêîì, Äàëüíåâîñòî÷íîì, Êóáàíñêîì, Âîëãîãðàäñêîì è

Ãîðíî-Àëòàéñêîì ãîñóäàðñòâåííûõ óíèâåðñèòåòîâ. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè

ìîãóò ñëóæèòü îñíîâîé ñïåöèàëüíîãî êóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ, ñïåöèàëèçèðó-

þùèõñÿ â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé è ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè, è ÿâëÿþòñÿ

áàçîé äëÿ ïîäãîòîâêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïî ýòèì íàïðàâ-

ëåíèÿì.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 8 ðà-

áîòàõ. 6 èç ýòèõ ðàáîò íàïèñàíû â ñîàâòîðñòâå ñ íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì

Àñååâûì Â.Â., êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷

è îáùåå ðóêîâîäñòâî ïî ïîëó÷åíèþ è îôîðìëåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâ-

ëåííûõ â ýòèõ ðàáîòàõ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â òåêñò äèñ-

ñåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü ïî ìåðå èõ ïîëó÷åíèÿ íà çàñåäàíèÿõ èññëåäîâà-

òåëüñêîãî ñåìèíàðà ïî ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé â Èíñòèòóòå ìàòå-

ìàòèêè ÑÎ ÐÀÍ (ïîä ðóê. À.Â. Ñû÷åâà), à òàêæå íà ñëåäóþùèõ êîíôå-

ðåíöèÿõ: Êîíôåðåíöèÿ "Ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ"(Âîëãî-

ãðàä, 2004), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Àëãåáðà è àíàëèç"( Êàçàíü,

2004), Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ "Êîìïëåêñíûé àíàëèç è åãî

ïðèëîæåíèÿ"èìåíè ïðîôåññîðà È. Ï. Ìèòþêà (Êðàñíîäàð, 2005).

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòû-

ðåõ îñíîâíûõ ãëàâ è îäíîé ãëàâû-äîïîëíåíèÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íàñ÷è-

òûâàåò 124 íàèìåíîâàíèÿ ðàáîò îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ. Â

êîíöå äèññåðòàöèè èìååòñÿ ãëîññàðèé îñíîâíûõ òåðìèíîâ, èñïîëüçîâàííûõ

â òåêñòå äèññåðòàöèè. Îáùèé îáúåì ðàáîòû � 174 ñòðàíèöû òåêñòà, íàáðàí-

íîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà LATEX.

7



Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð èìåþùåéñÿ â ëèòåðàòóðå îñíîâíîé ïðî-

áëåìàòèêè è ðåçóëüòàòîâ ïî íàïðàâëåíèÿì, ñâÿçàííûì ñ èññëåäîâàíèÿìè,

âûïîëíåííûìè â äèññåðòàöèè. Äàåòñÿ îïèñàíèå îñíîâíûõ çàäà÷, íà ðåøåíèå

êîòîðûõ íàïðàâëåíà äàííàÿ ðàáîòà, è èõ ñâÿçü â èìåþùèìèñÿ àíàëîãàìè.

Áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðåäûñòîðèè êîíêðåòíûõ ïîíÿòèé è ìåòî-

äîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåêñòå, ïðèâåäåíà íåïîñðåäñòâåííî â ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïàðàãðàôàõ, ãäå ââîäÿòñÿ ýòè ïîíÿòèÿ. Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêîå ñîäåð-

æàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì ñ îïèñàíèåì íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ

àâòîðîì.

Â ïåðâîé ãëàâå äàíî îïèñàíèå èñïîëüçóåìîé ñèìâîëèêè è îñíîâíûõ

ïîíÿòèé èç òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé òîïîëîãèè, ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè è

òåîðèè îòîáðàæåíèé è, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíèÿ êîíôîðìíîé åìêîñòè è

êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ êîíäåíñàòîðîâ. Ïðèâåäåíû ñ óêàçàíèåì èñòî÷íèêîâ

îñíîâíûå òåîðåìû î ñâîéñòâàõ êîíôîðìíîé åìêîñòè, è, â òîì ÷èñëå, òåî-

ðåìà Ãåðèíãà î íåïðåðûâíîñòè êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ êîëüöåâûõ îáëàñòåé

îòíîñèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêîé ñõîäèìîñòè. Ïðèâåäåíî îáùåå îïðåäåëåíèå è

ñâîéñòâà òðàíñôèíèòíîãî äèàìåòðà è òðàíñôèíèòíîãî ìîäóëÿ â ïîëóìåò-

ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïåðâàÿ ãëàâà íå ñîäåðæèò íîâûõ ðåçóëüòàòîâ è

èìååò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ îñíîâíûõ ìåòðè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîìïàêòîâ â ïðîñòðàíñòâå R̄n. Â ïàðàãðà-

ôå 2.1 ýòîé ãëàâû ïðîâåäåí ïîäðîáíûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ

âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåííîñòè (Áåðäîí, Ïîììåðåí-

êå, ßðâè è Âóîðèíåí è äð.), áëèçêîãî ê íèì ïîíÿòèÿ îäíîðîäíîé ïëîòíî-

ñòè ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (Òóêèà, Âÿéñÿëÿ) è ïîíÿòèÿ

µ-ïëîòíîñòè (Èáðàãèìîâ). Îòìå÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ÷èñëîâûìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ è äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð òåõ ñâîéñòâ ðàâíîìåð-

íî ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå îêàçàëèñü ñóùåñòâåííî âàæíûìè äëÿ

èñïîëüçîâàíèÿ èõ â çàäà÷àõ òåîðèè ïîòåíöèàëà è ôàêòè÷åñêè ïîñëóæèëè

ìîòèâèðîâêîé ïîÿâëåíèÿ ñàìîãî ïîíÿòèÿ ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåííîñòè. Â

ýòîì æå ïàðàãðàôå ñôîðìóëèðîâàíà îñíîâíàÿ êîíöåïöèÿ ïðèìåíåíèÿ ðàâ-
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íîìåðíî ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ: âî ìíîãèõ òåîðåìàõ òåîðèè ïîòåíöèàëà è

òåîðèè îòîáðàæåíèé ñâîéñòâî êîíòèíóàëüíîñòè ìîæåò áûòü óñïåøíî çàìå-

íåíî ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåííîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî-

ìó óñèëåíèþ ðÿäà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Â êà÷åñòâå äâóõ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà êîì-

ïàêòíûõ ìíîæåñòâ â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ:

2.1.4. Îïðåäåëåíèå (åìêîñòíîå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåí-

íîñòè). Ïóñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî E ⊂ R̄n ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ òî÷åê, è ïóñòü α > 0. Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ α-ðàâíîìåðíî ñî-

âåðøåííûì (ìíîæåñòâîì êëàññà UPα(R̄n)), åñëè íå ñóùåñòâóåò êîëüöåâîé

îáëàñòè D ⊂ R̄n \E, êîòîðàÿ ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî A è èìååò êîíôîðìíûé

ìîäóëü > α. Ìíîæåñòâî E â R̄n íàçûâàåì ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûì, åñëè

îíî α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííî äëÿ íåêîòîðîãî α > 0.

2.1.10. Îïðåäåëåíèå (ìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñîâåð-

øåííîñòè). Ïóñòü â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X ñ ìåòðèêîé ρ çàäàíî çà-

ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî E, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê, è

ïóñòü 0 < β < 1. Ìíîæåñòâî E íàçûâàåì β-îäíîðîäíî ïëîòíûì (ìíîæå-

ñòâîì êëàññà HDβ(X)), åñëè äëÿ ëþáîé òðîéêè ðàçëè÷íûõ òî÷åê a, b, w ∈ E

è ëþáîãî r, 0 < r ≤ 1, ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ E òàêàÿ, ÷òî

βr ≤ ρ(a, c)ρ(b, w)

ρ(a, b)ρ(c, w)
≤ r.

Ìíîæåñòâî E íàçûâàåì îäíîðîäíî ïëîòíûì, åñëè îíî β-îäíîðîäíî ïëîòíî

ñ íåêîòîðûì 0 < β < 1.

Ñâÿçü ìåæäó ñâîéñòâîì ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåííîñòè è îäíîðîäíîé

ïëîòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå R̄n óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè:

2.1.11. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R̄n, èìåþ-

ùåãî íå ìåíåå òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê:

(1) èç α-ðàâíîìåðíîé ñîâåðøåííîñòè ñëåäóåò åãî β-îäíîðîäíàÿ ïëîò-

íîñòü ñ β = e−α;

(2) èç β-îäíîðîäíîé ïëîòíîñòè ñëåäóåò åãî α-ðàâíîìåðíàÿ ñîâåðøåí-

íîñòü ñ α = Ψn(1/β).

Â �2.2 ñåìåéñòâî HDβ(X) âñåõ β-îäíîðîäíî ïëîòíûõ êîìïàêòîâ (ñ ôèê-

ñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì β ∈ (0, 1)) â êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
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ñòâå X ðàññìîòðåíî êàê ïîäìíîæåñòâî ãèïåðïðîñòðàíñòâà Comp(X) âñåõ

íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ, ñíàáæåííîãî ìåòðèêîé Õàóñäîðôà. Äî-

êàçàíî

2.2.5. Òåîðåìà. Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

Singl(X) � ñåìåéñòâî âñåõ åãî îäíîòî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ. Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî ôèêñèðîâàííîãî β ∈ (0, 1) è ñåìåéñòâà HDβ(X) âñåõ β-îäíîðîäíî

ïëîòíûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X ìíîæåñòâî

HDβ(X)∪Singl(X) åñòü êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â ãèïåðïðîñòðàíñòâå

Comp(X). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî α > 0 è cåìåéñòâà

UPα(R̄n) âñåõ α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ ïðîñòðàíñòâà R̄n ìíîæåñòâî UPα(R̄n)∪Singl(R̄n) åñòü êîìïàêò-

íîå ïîäìíîæåñòâî â ãèïåðïðîñòðàíñòâå Comp(R̄n).

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé òåîðåìû Çîðåòòè î êîìïàêò-

íîñòè ñåìåéñòâà âñåõ êîíòèíóóìîâ â êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-

ñòâå, ÷òî ïîäêðåïëÿåò àíàëîãèþ ìåæäó ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ìíîæå-

ñòâàìè è êîíòèíóóìàìè.

Ñîäåðæàòåëüíûì ñìûñëîâûì ÿäðîì ãëàâû II ÿâëÿåòñÿ �2.3, â êîòîðîì

ðàññìîòðåíî õàðàêòåðíîå ìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ

ìíîæåñòâ, àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâó äóãîîáðàçíîé ñâÿçíîñòè êîíòèíóóìîâ â

îáùåé òîïîëîãèè. Çàìåíà â îáû÷íîì îïðåäåëåíèè äóãîîáðàçíîé ñâÿçíîñòè

êëàññà æîðäàíîâûõ äóã � ¾ñîåäèíèòåëåé¿ � íà êëàññ K-êâàçèêîíôîðìíûõ

îáðàçîâ êëàññè÷åñêîãî êàíòîðîâà ìíîæåñòâà åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê íîâî-

ìó ïîíÿòèþ êàíòîðîâîé K-êâàçèêîíôîðìíîé ñâÿçíîñòè ïîäìíîæåñòâ ïðî-

ñòðàíñòâà R̄n, èíâàðèàíòíîìó îòíîñèòåëüíî ìåáèóñîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì ïîíÿòèå ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ãðàäóèðîâàíî ÷èñ-

ëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé K è ìîæåò ïðèâåñòè â äàëüíåéøåì ê èíòåðåñíûì

ðåçóëüòàòàì â ïðèìåíåíèè ê ìåòðè÷åñêîé ìåáèóñîâî-èíâàðèàíòíîé êëàññè-

ôèêàöèè îáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâå R̄n. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû

ÿâëÿåòñÿ

2.3.9. Òåîðåìà Ëþáîå α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî â R̄n ÿâ-

ëÿåòñÿ êàíòîðîâî K-êâàçèêîíôîðìíî ñâÿçíûì ñ îöåíêîé äëÿ K, çàâèñÿ-

ùåé òîëüêî îò n è α.
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Âåðíî è îáðàòíîå

2.3.10. Òåîðåìà Ëþáîå êàíòîðîâî K-êâàçèêîíôîðìíî ñâÿçíîå ìíîæå-

ñòâî ÿâëÿåòñÿ α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûì ñ îöåíêîé äëÿ α, çàâèñÿùåé

òîëüêî îò K è n.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3.9 êîíñòðóêòèâíî: äëÿ çàäàííîé ïàðû òî÷åê

a, b â ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííîì ìíîæåñòâå E ⊂ R̄n íåïîñðåäñòâåííî ñòðîèò-

ñÿ êâàçèêîíôîðìíûé àâòîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà R̄n, ïåðåâîäÿùèé êëàññè-

÷åñêîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íà êîîðäèíàòíîé îñè â êàíòîðîâó äóãó γ ⊂ E

ñ êîíöàìè â çàäàííûõ òî÷êàõ. Òåîðåìà 2.3.9 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì (è äî-

âîëüíî òðóäîåìêèì) óòî÷íåíèåì íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà R̄n àíàëîãè÷íîãî

ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî Èáðàãèìîâûì (2002 ã.) äëÿ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåí-

íûõ ìíîæåñòâ â ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ èñïîëüçîâàíèåì

êâàçèìåáèóñîâûõ âëîæåíèé êàíòîðîâà ìíîæåñòâà â ýòî ïðîñòðàíñòâî.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ åìêîñòíûõ ñâîéñòâ êîíäåíñàòîðîâ

ñ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ïëàñòèíàìè â ïðîñòðàíñòâå R̄n ñ îñíîâíûì

óïîðîì íà ïîëó÷åíèå íèæíèõ îöåíîê êîíôîðìíîé åìêîñòè òàêèõ êîíäåíñà-

òîðîâ, âûðàæåííûõ ÷åðåç ìåòðè÷åñêèå ìåáèóñîâî-èíâàðèàíòíûå õàðàêòå-

ðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ îòíîñèòåëüíûìè ðàçìåðàìè ïëàñòèí è èõ óäàëåíèåì

äðóã îò äðóãà. Ïðè ýòîì äàåòñÿ îáîáùåíèå íà ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûé

ñëó÷àé íèæíèõ îöåíîê, èçâåñòíûõ äëÿ êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ

ñî ñâÿçíûìè ïëàñòèíàìè.

Â �3.1 îòìå÷åíû íåêîòîðûå âàæíûå åìêîñòíûå ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñî-

âåðøåííûõ êîíäåíñàòîðîâ â R̄n, âêëþ÷àÿ ïîëó÷åííóþ Àñååâûì (1999 ã.)

íèæíþþ îöåíêó êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðà ñ ðàâíîìåðíî ñîâåð-

øåííûìè ïëàñòèíàìè, ñîåäèíÿþùèìè ãðàíè÷íûå ñôåðû äîñòàòî÷íî òîë-

ñòîãî øàðîâîãî ñëîÿ.

Ïàðàãðàô �3.2 ïîñâÿùåí âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíîé äî-

ïóñòèìîé ôóíêöèè äëÿ êîíôîðìíîé åìêîñòè îáîáùåííîãî êîíäåíñàòîðà

(E−, E+; D) ñ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ïëàñòèíàìè E−, E+ ⊂ D. Ïðèâå-

äåí êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ èç ðàáîò Ëàäûæåíñêîé,

Óðàëüöåâîé è Ìàçüè, Õàâèíà ïî çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â äèâåðãåíòíîé ôîðìå, ñâÿçàííîãî ñ ýòîé ïðî-
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áëåìîé â ñëó÷àå D = Rn. Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ

3.2.10. Òåîðåìà î ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè íà êîìïàêòàõ â îá-

ëàñòè D ⊂ Rn ëþáîãî ñåìåéñòâà òàêèõ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé äëÿ îáîá-

ùåííîãî êîíäåíñàòîðà (E−, E+; D) ñ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ïëàñòè-

íàìè E−, E+ ⊂ D, êîòîðûå èìåþò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé èíòåãðàë

Äèðèõëå è ìîíîòîííû â îáëàñòè D â ñìûñëå Àñååâà-Ñû÷åâà.

×óòü á�îëüøàÿ îáùíîñòü ýòîãî ðåçóëüòàòà ïî ñðàâíåíèþ ñ èìåþùèìèñÿ

àíàëîãàìè (íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ìàðòèî) äëÿ ñëó÷àÿ D = Rn çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî â êðàåâûõ óñëîâèÿõ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Äèðèõëå â ñëó-

÷àå îáîáùåííîãî êîíäåíñàòîðà (E−, E+; D) ïðèñóòñòâóåò ∂D � ”ñâîáîäíàÿ”

÷àñòü ãðàíèöû ïîëÿ êîíäåíñàòîðà, íà êîòîðîé äîïóñòèìûå ôóíêöèè íå ñâÿ-

çàíû íèêàêèìè óñëîâèÿìè. Èç òåîðåìû 3.2.10 ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì âûâî-

äèòñÿ òåîðåìà 3.2.12 î ñóùåñòâîâàíèè ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè äëÿ îáîá-

ùåííîãî êîíäåíñàòîðà:

3.2.12. Òåîðåìà. (Îá ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè). Ïóñòü U ⊂ Rn è ïëà-

ñòèíû îáîáùåííîãî êîíäåíñàòîðà (E−, E+; U) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ñî-

âåðøåííûìè ìíîæåñòâàìè, ëåæàùèìè â U . Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèí-

ñòâåííà òàêàÿ äîïóñòèìàÿ äëÿ ýòîãî êîíäåíñàòîðà ôóíêöèÿ

u ∈ Adm(E−, E+; U), ÷òî
∫

U |∇u(x)|ndx = Cap(E−, E+; U).

Â êîíöå ïàðàãðàôà îòìå÷åíû íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà ýêñòðå-

ìàëüíîé ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì òåêñòå.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò òðåòüåé ãëàâû ñîäåðæèòñÿ â �3.3. Ýòî

3.3.3. Òåîðåìà î ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè (â ìåòðèêå Õàóñäîð-

ôà) êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ êîíäåíñàòîðà (E, K) â ïðîñòðàíñòâå R̄n ïî åãî

α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííîé ïëàñòèíå E îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî âû-

áîðà âòîðîé ïëàñòèíû K èç ñåìåéñòâà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ íåíóëå-

âîé åìêîñòè (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ), ñîäåðæàùèõñÿ â

íåêîòîðîì øàðå. Áîëåå òî÷íî: Èìååò ìåñòî âåðõíÿÿ îöåíêà âèäà

|Mod(E1, K)−Mod(E2, K)| ≤ F (n, α, (d/distq(E1, E2))),

ãäå d åñòü ìèíèìóì õîðäîâûõ äèàìåòðîâ α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ ïëà-

ñòèí E1, E2; distq(E1, E2) � õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ìíîæå-

ñòâàìè, à K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò íåíóëåâîé åìêîñòè, íàõîäÿùèéñÿ
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îò E1 ∪ E2 íà õàóñäîðôîâîì óäàëåíèè ≥ d. Ýòà îöåíêà íå çàâèñèò îò K

è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè distq(E1, E2) → 0.

Ïðè ýòîì ñàìè êîíôîðìíûå ìîäóëè ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè

âåëè÷èíàìè. Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óòî÷íåíèåì òåîðåìû Àñå-

åâà (1999 ã.) î íåïðåðûâíîñòè êîíôîðìíîé åìêîñòè â êëàññå êîíäåíñàòîðîâ

ñ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ïëàñòèíàìè. Îíà ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â

ñëåäóþùåé ãëàâå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè ëîãàðèôìè-

÷åñêîé åìêîñòè α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîìïàêòîâ â Rn.

Â �3.4 ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ïîëó÷åíèè íèæíèõ îöåíîê êîíôîðìíîé åì-

êîñòè êîíäåíñàòîðà (E−, E+) ñ α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ïëàñòèíàìè.

Ïîêàçàíî, ïî÷åìó îáû÷íûå ìåòîäû ñèììåòðèçàöèè, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê â ñëó÷àå êîíäåíñàòîðîâ ñî ñâÿçíûìè ïëàñòèíàìè,

íå äàþò ñîäåðæàòåëüíûõ îöåíîê â ñëó÷àå ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ ïëà-

ñòèí òèïà êàíòîðîâîé ïûëè. Ãëàâíûå òðåáîâàíèÿ ê èñêîìûì îöåíêàì � èõ

ìåáèóñîâàÿ èíâàðèàíòíîñòü è çàâèñèìîñòü òîëüêî îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õà-

ðàêòåðèñòèê êîíäåíñàòîðà, ñâÿçàííûõ ñ äèàìåòðîì ïëàñòèí è ðàññòîÿíèåì

ìåæäó íèìè. Îáðàçöîì äëÿ ýòèõ îöåíîê äîëæíû áûëè ñëóæèòü èçâåñò-

íûå íèæíèå îöåíêè êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ ñî ñâÿçíûìè ïëà-

ñòèíàìè, óêàçàííûå â ìîíîãðàôèè Âóîðèíåíà. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çà-

äà÷è ïðåäñòàâëåíî äâóìÿ òåîðåìàìè ýòîãî ïàðàãðàôà, äàþùèìè íèæíþþ

îöåíêó êîíôîðìíîé åìêîñòè Cap(E−, E+), âûðàæåííóþ ÷åðåç ìåáèóñîâî-

èíâàðèàíòíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó

q = max
a1,a2∈E−;b1,b2∈E+

|a1 − a2||b1 − b2|
|a1 − b1||a2 − b2|

êîíäåíñàòîðà E−, E+.

3.4.2. Òåîðåìà. Ïóñòü ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðà (E−, E+) â ïðîñòðàí-

ñòâå R̄n ÿâëÿþòñÿ α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ìíîæåñòâàìè, è ïóñòü

q > 1 + 2eα. Òîãäà

Cap(E−, E+) > C(n, α)Ln q,

ãäå C(n, α) � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò n è α.

3.4.3. Òåîðåìà. Ïóñòü ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðà (E−, E+) ÿâëÿþòñÿ

α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûìè ìíîæåñòâàìè â R̄n. Òîãäà
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Cap(E−, E+) ≥ 1
3n min

{
C2(α, n), ωn−1/

[
Ψn

(
(2q+1)2

q

)]n−1
}

,

ãäå C2(α, n) � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò n è α .

Ïðè ýòîì ïåðâàÿ îöåíêà (òåîðåìà 3.4.2) ñîäåðæàòåëüíà ïðè áîëüøèõ

çíà÷åíèÿõ q, à âòîðàÿ îöåíêà (òåîðåìà 3.4.3) ýôôåêòèâíà ïðè ìàëûõ çíà-

÷åíèÿõ q.

Îäíàêî îöåíêà êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ, óêàçàííàÿ â òåîðåìå 3.4.3, ñîäåð-

æèò ìíîæèòåëü, êîòîðûé ïðåïÿòñòâóåò åå ïðèìåíåíèþ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

àñèìïòîòèêè êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ ïðè ñòÿãèâàíèè â òî÷êó îäíîé èç ïëà-

ñòèí êîíäåíñàòîðà. Â ýòîé ñèòóàöèè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé âåðõíÿÿ îöåíêà

êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííîãî êîíäåíñàòîðà, êîòîðàÿ ïî-

ëó÷åíà â Òåîðåìå 3.4.4.

3.4.4. Òåîðåìà.Ïóñòü (E−, E+) � êîíäåíñàòîð ñ α-ðàâíîìåðíî ñîâåð-

øåííûìè ïëàñòèíàìè â ïðîñòðàíñòâå R̄n. Ïóñòü

δ0 =
min{dq(E

−, E+), diamq(E
−)}

4(1 + 2eα)
; δ1 =

min{dq(E
−, E+), diamq(E

+)}
4(1 + 2eα)

.

Òîãäà

Mod(E−, E+) ≤ C3(n, α) + 2Arsh

√(
1 +

dq(E−,E+)
δ0

) (
1 +

dq(E
−, E+)

δ1

)
.

Ýòà îöåíêà íå èìååò èçâåñòíûõ àíàëîãîâ è åå âûâîä îñíîâàí íà èñïîëü-

çîâàíèè òåîðåìû 3.3.3 � îñíîâíîé òåîðåìû ýòîé ãëàâû.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ ðàâíî-

ìåðíî ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå R̄n.

4.1.3. Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâûì ïðèâåäåííûì ìîäóëåì ìíîæåñòâà

E â òî÷êå a ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

m(E; a) = lim
r→0

[
Mod(E, B̄(a, r))− Ln1

r

]
â ñëó÷àå a 6= ∞, è

m(E;∞) = lim
R→∞

[
Mod(E, R̄n \B(0, R))− Ln R

]
â ñëó÷àå a = ∞.

Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû IV äàåòñÿ êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðàç-

âèòèÿ ïîíÿòèÿ ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ è åãî ïðèìåíåíèé â òåîðèè ôóíêöèé;

îïèñàíà åãî ñâÿçü ñ äðóãèìè ïîíÿòèÿìè � êîíôîðìíûì ðàäèóñîì îáëà-

ñòè, ëîãàðèôìè÷åñêîé åìêîñòüþ êîìïàêòà è òðàíñôèíèòíûì äèàìåòðîì.

Äëÿ óäîáñòâà òåðìèíîëîãèè, ââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ

mρ(E; x) êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà E â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) â
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òî÷êå a 6∈ E, êîòîðîå â ñëó÷àå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn ñîâïàäàåò ñ

êëàññè÷åñêèì ïðèâåäåííûì ìîäóëåì îáëàñòè � òîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû äî-

ïîëíåíèÿ ê E, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êó a.

Ýòî îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò íàðÿäó ñ åâêëèäîâûì ïðèâåäåííûì ìîäóëåì

m(E; x) ðàññìàòðèâàòü è õîðäîâûé ïðèâåäåííûé ìîäóëü mq(E; x), âû÷èñ-

ëåííûé â õîðäîâîé ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà R̄n.

4.1.7. Îïðåäåëåíèå. Õîðäîâûì ïðèâåäåííûì ìîäóëåì ìíîæåñòâà E

â òî÷êå a ìû áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó

mq(E; a) = lim
s→0

[
Mod(E, Q̄(a, s))− Ln1

s

]
.

Îòìå÷åíû ïðåèìóùåñòâà òàêîãî ïîäõîäà è óêàçàíû ôîðìóëû, îòðàæà-

þùèå ñâÿçü ìåæäó åâêëèäîâîé è õîðäîâîé âåðñèÿìè ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ.

Â ýòîì æå ïàðàãðàôå ââåäåíî ïîíÿòèå òðàíñôèíèòíîãî ïðèâåäåííîãî ìî-

äóëÿ, ïîëó÷àåìîå èñïîëüçîâàíèåì òðàíñôèíèòíîãî ìîäóëÿ êîíäåíñàòîðà â

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âìåñòî êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì

òåîðåìû Áýãáè, óòâåðæäàþùåé ñîâïàäåíèå íà ïëîñêîñòè òðàíñôèíèòíîãî

è êîíôîðìíîãî ìîäóëÿ êîíäåíñàòîðà, ïîëó÷åíî (4.1.10Ñëåäñòâèå ) ñóùå-

ñòâåííî íîâîå ñâîéñòâî êëàññè÷åñêîãî ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ, ïîêàçûâàþùåå,

÷òî ìû ïîëó÷èì òó æå ñàìóþ âåëè÷èíó, åñëè â îïðåäåëåíèè ïðèâåäåííî-

ãî ìîäóëÿ m(E; z0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ B(z0, rj) ñ rj → 0 çàìåíèì

íà ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {γj} êîìïàêòîâ íåíóëåâîé åìêîñòè,
ñòÿãèâàþùèõñÿ ïðè j → ∞ ê òî÷êå z0, à âìåñòî ðàäèóñà rj ýòèõ øàðîâ

áóäåì èñïîëüçîâàòü òðàíñôèíèòíûé äèàìåòð τ(γj).

Òàêæå îòìå÷åíî ( 4.1.11 Ñëåäñòâèå), ÷òî åâêëèäîâ ïðèâåäåííûé ìî-

äóëü m(E; z0) íà ïëîñêîñòè ñîâïàäàåò ñ ëîãàðèôìîì âåëè÷èíû, îáðàòíîé

ê òðàíñôèíèòíîìó äèàìåòðó ìíîæåñòâà E, âû÷èñëåííîìó â ïîëóìåò-

ðèêå ρ(x, y) = |x− y|/(|x− z0| · |y − z0|).
Â �4.2 äàåòñÿ ïðîñòàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ â R̄n è îò-

ìå÷àåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò âåðõíèõ îöåíîê ïðèâåäåííîãî

ìîäóëÿ êîìïàêòà m(E; z0), âûðàæåííûõ ÷åðåç åãî äèàìåòð è ðàññòîÿíèå

äî òî÷êè z0, àíàëîãè÷íûõ èçâåñòíûì îöåíêàì äëÿ ñëó÷àÿ êîíòèíóóìà E.

Îäíàêî, â ñëó÷àå α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííîãî êîìïàêòà E ⊂ R̄n ïîëó÷åíà

(4.2.2 Òåîðåìà) âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ mq(E; a), âûðà-
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æåííàÿ ÷åðåç äèàìåòð ìíîæåñòâà E è ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî ýòîãî

ìíîæåñòâà. Ýòà òåîðåìà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òåîðåìó 3.3.3 òðåòüåé

ãëàâû è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì â ïàðàãðàôå 4.2.

Ñëåäóþùèé ïàðàãðàô 4.3 ñîäåðæèò îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèñ-

ñåðòàöèè � òåîðåìó î íåïðåðûâíîñòè (õîðäîâîãî) ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿmq(E; a)

êàê âåùåñòâåííîé ôóíêöèè íà ñåìåéñòâå α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîì-

ïàêòîâ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêîé ñõîäèìîñòè:

4.3.4 Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ

êîìïàêòîâ Ej â ïðîñòðàíñòâå R̄n èìååò òîïîëîãè÷åñêèé ïðåäåë E =

Limj→∞Ej è a 6= E, òî limj→∞ mq(Ej; a) = mq(E; a).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ äëÿ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè ïîëó÷åíî

(4.3.5 Ñëåäñòâèå) ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè òðàíñôèíèòíîãî äèàìåòðà

â êëàññå α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîìïàêòîâ.

Â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ãëàâû IV äîêàçàííîå âûøå ñâîéñòâî íåïðåðûâ-

íîñòè ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ â êëàññå α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ êîìïàêòîâ

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ñõîäèìîñòè êîìïàêòîâ ê ÿäðó

4.4.3. Òåîðåìà. Ïóñòü â R̄n èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ej} êîì-

ïàêòíûõ α-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ, íå ñîäåðæàùèõ òî÷êó a.

Åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó E

êàê ê ÿäðó îòíîñèòåëüíî òî÷êè a 6∈ E, òî

lim
j→∞

mq(Ej; a) = mq(E; a).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ñõîäèìîñòè ê ÿäðó â ïðîñòðàíñòâå êîíäåíñà-

òîðîâ, ðàçðàáîòàííàÿ Àñååâûì è Ñû÷åâûì. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíÿåòñÿ äîêà-

çàííàÿ èìè â îáùåì ñëó÷àå òåîðåìà î òîì, ÷òî åñëè íà íåêîòîðîì ñåìåéñòâå

êîíäåíñàòîðîâ, çàìêíóòîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè çàïîëíåíèÿ è òîïîëîãè-

÷åñêîé ñõîäèìîñòè, çàäàíà âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èíâàðèàíòíàÿ îòíîñè-

òåëüíî îïåðàöèè çàïîëíåíèÿ è íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíî òîïîëîãè÷åñêîé

ñõîäèìîñòè êîíäåíñàòîðîâ, òî îíà áóäåò íåïðåðûâíà è ïî îòíîøåíèþ ê ñõî-

äèìîñòè ê ÿäðó. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðåìû ê ïðèâåäåííîìó

ìîäóëþ ïðåäîñòàâëÿåò ïîëó÷åííàÿ âûøå òåîðåìà 4.3.4 (ñ ó÷åòîì òåîðåìû

2.2.4).

Â ïîñëåäíþþ ãëàâó D. Äîïîëíåíèÿ âûíåñåíû äîêàçàòåëüñòâà íåêîòî-
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ðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé è ëåìì, íå èìåþùèå ïðèçíàêîâ íåñî-

ìíåííîé íîâèçíû.
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